Introduction

Ce chapitre concerne I’étude des réponses a un échelon

de tension de quelques circuits simples comprenant des

condensateurs, des résistances et des bobines (circuit RC
série, circuit RL. serie).
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Détinitions (1)
J Un systeme du premier ordre est un systcme dont le

comportement est décrit par une équation différentielle
du premier ordre.

J Un systéme du second ordre est un systeme dont le
comportement est décrit par une équation différentielle
du second ordre.

J Un systéme est linéaire si son équation différentielle est
linéaire.

d On appelle excitation ou contrainte toute action de la
part de Dextérieur, susceptible de modifier le

comyf 2ortement
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Définitions (2)

du systetme. On note e(t) la grandeur qui caractérise

’excitation

J On appelle réponse d’un systéme, le comportement
quil adopte face a une excitation extérieure. On note
s(t) la grandeur qui caractérise ce comportement.

& En électricité, ’excitation peut résulter de la présence
d’un générateur continu ou alternatif, mais aussi de la
fermeture ou Pouverture d’un circuit. En mécanique
cela peut se traduire par la présence d’un moteur ou le
déplacement d’un support par exemple
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Définitions (3)

J On appelle échelon la variation brusque et tres rapide

d’une contrainte imposée au systeme. La fonction e(t)
représentant 'excitation correspond a la forme 1déale

représentée ci-dessus e()
‘
0sit<O E
e(t) =« .
E sit=0
E X ’ f

@ — Lorsque I’échelon de tension alimente un circuit, il

donne naissance dans ce circuit au régime transitoire

I’échelon de tension ) e,z Y :
appelé aussi “réponse a ’échelon de tension”
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Définitions (4)

J Un systeme est en régime permanent ou régime établi
s1 les grandeurs qui le caractérisent sont soit stationnaires
(constantes dans le temps), soit périodiquement variables
dans le temps.

J Un systeme est en régime transitoire si les grandeurs qui
le caractérisent évoluent pendant une durée déterminée.

Jd On appelle état zéro, Iétat dun systeme dont les
contraintes n‘ont pas changé depuis longtemps (dipole
¢lectrique hors circuit, systeme mécanique au frepos...)
Toutes les grandeurs électriques qui le caractérisent sont

nulles et donc $=0.
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Définitions (5)

Jd La réponse a un échelon est le régime transitoire

adopté par un systeme initialement dans son état zéro
(régime permanent) lorsqu’il est soumis a un échelon.

J Le régime libre est le régime transitoire adopté par un
systeme 1nitialement dans un état permanent different de
son état zéro (suite par exemple a un échelon) lorsqu’il
subit une modification de contrainte (par exemple
'annulation de I’échelon) et revient librement vers son
ctat zero.
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Circuit RC série: Régime forcé (1)

d un générateur de tension continue de f. €. m.
est branché aux bornes du circuit RC ;

d pour t < 0, le condensateur est déchargé et
P'interrupteur K est ouvert

2 linstant t = 0, on ferme Pinterrupteur K :
le générateur débite alors un courant dans le
circuit.

M Dans ce circuit, i est 'intensité du courant, Uy 1a tension aux bornes de
Pinterrupteur, Uy la tension aux bornes du condensateur et Up la
tension aux bornes de la résistance. En convention récepteur on a :

Up=Ri )

R = Rl dU,
~dq dU; = Upr = RC——
l=—=(C—— dt

dt dt )
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Circuit RC série: Régime forcé (2)

dPour t < 0, Pinterrupteur K est ouvert :
1=0;, Up=0;, U=0;, Ug=E
dPour t = 0, Pinterrupteur K est fermé : Uy = 0 (tension aux
bornes d’un fil, donc méme potentiel).
U R + U C — E

Du fait que U = RC dU,/dt, on conclut que la tension U, aux
bornes du condensateur d’un circuit RC série soumis 2a
’échelon de tension E vérifie I’équation différentielle du

premier ordre :

RCdUC+U —F
dt ¢
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Circuit RC série: Régime forcé (3)

d On définit la constante de temps T du circuit RC par le produit :
T =RC

out (s),;R(),C (F).

1 La tension U, aux bornes du condensateur d’un circuit RC
série soumis a I’échelon de tension E a pour expression :

t
UC — E(l — e T)
J L’intensité i du courant est :

dU, CE _t

E
[=C——— > I=—e T=—¢
dt T ' R
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Circuit RC série: Régime forcé (4)

d Dans le cas ou le condensateur est chargé sous une tension U
pour t < 0, La tension U, aux bornes du condensateur d’un

circuit RC série soumis a Déchelon de tension E a pour
expression :

Ug pour t<0
UC:< _t
kE + (Uy—E)e T pour t>0

J L’intensité i du courant est :

dU, CEE-Uy _t (E—-U, _t
e T = e T

[ =C——— = i =
' dt ¥ T R
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Circuit RC série: Régime forcé (5)

1 Représentations graphiques

e la tension U; aux bornes du condensateur est
Uc(?)

continue ;

e l'intensité [ du courant subit une discontinuité lors

0,63EF- de la fermeture de linterrupteur (¢t = 0) ;

e pour les deux courbes, la tangente a 'origine des

s) temps coupe l'axe asymptote au point d’abscisse
t=r1;

o 0,63E =63%E correspondat =T1;

e Ja charge du condensateur correspond a un régime
transitoire (le courant dans le circuit varie) ;

o lorsque le condensateur est chargé (t — ), le
régime permanent est atteint (le courant dans le

circuit est constant). On a alors Up = E eti = 0;

INP-HB/CPGE - Cours de Signaux Physiques- MPSI A

o

e



Circuit RC série: Régime forcé (6)
 Représentations grapl:iques

Cas ou le condensateur est chargé sous une tension Uy pour
t <0,

>

Continuité de u, at=0
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Circuit RC série: Régime forcé (7)

J 1 état du circuit quand & = 0 et quand £ — 00 est ainsi représenté :

i(0)= = i(oo):O

R

INP-HB/CPGE - Cours de Signaux Physiques- MPSI A



Circuit RC série: Régime forcé (8)

-
Réponse compléte du condensateur = réponse purement + réponse du régime )
TRANSITOIRE PERMANENT
(partie temporaire) (partie permanente)
N\ J
ﬂ b
u.(t) = (U,-E)e ¥ E

Quand t — 400, U, =E, C se comporte donc comme un
interrupteur ouvert. La réponse du régime transitoire disparait
(meurt) rapidement, seule a long terme la réponse du régime

permanent demeure.
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Circuit RC série: Régime forcé (9)

On peut écrire la réponse complete U (t) sous la forme
suivante :

Ue(®) = Ue(+0) + [U¢(0) — Ug(+0)]e

Si 'instant initial est tel que t = t5 # 0, on écrira

t—ty

Uc(t) =Uc(+0) + [Uc(ty) —Uc(+0)]e =
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Circuit RC série: Régime force (10)

En résumé, pour connaitre la réponse d’un
circuit RC a un échelon de tension, il faut
connaitre 3 choses:

1La tension initiale du circuit U (0).

1La tension finale du circuit U (40)
JLa constante de temps du circuit T
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Circuit RC série: Régime forcé (11)

 Bilan énergétique
Lors de la charge du condensateur,ona: E = Up + Uz = Ri + Ug;
Pour obtenir des puissances, on multiplie par 7:

Ei = Ri* +CUCd = Ri* + dt

v’ Ei : Puissance P, positive fournie par le générateur de tension ;

v' Ri* : Puissance P; positive recue par la résistance et dissipée par effet joule ;

1 : .. -,
v d(E CUZ)/dt : Puissance positive recue par le condensateur et emmagasinée

dans la capacité C sous forme électrostatique.
On constate que la puissance ¢électrique fournie par le

générateur est dissipée par effet joule dans la résistance et sert
a augmenter I’énergie du condensateur.
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Circuit RC série: Régime forceé (12)

- Soit W Dénergie électrique fournie par le générateur entre l'instant t = 0 et
. g
I'instant t Ona:

2
W, = fEldt——fe Tdt = %XRC(l—e T) CEz(l—e T)

Lorsque le condensateur est chargé (t — ), il vient : ||W 4, = CE 2

- Soit W I’énergie dissipée par effet joule dans la résistance R entre l'instant t =
0 et 1’1nstant t.Ona:

E? _2t E? RC _2t 1 _2t
qujRizdt:?Je Tdt=R X > (1—6 T =ECE2(1—€ T

. 1
Lorsque le condensateur est chargé (t — ), il vient : ||W; = > CE 2
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Circuit RC série: Régime force (13)

- Soit Wi Ténergie emmagasinée dans la capacité C entre 'instant £ = 0 et

Pinstant t. On a :
t

1 t
d(5 CU¢ L P g _z)z
Wc=f dt:Jd(ECUC)=ECUC =ECE 1—e <
0

dt
0

g 1
Lorsque le condensateur est chargé (t = o), il vient : ||W¢ = 5 CE*

On constate que : W = Wy + W¢ = CE? + - CE?

On conclut finalement qu’au cours de la charge la moitié de
Pénergie électrique fournie par le générateur est dissipée par
effet joule dans la résistance et ’autre moitié est emmagasinée

sous forme électrostatiﬂue dans le condensateut.
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Circuit RC série: Régime libre (1)

dle condensateur a été chargé sous la
tension E constante ;
dpour t <0, la tension aux bornes du
1UR condensateur chargé est égale a E et
Pinterrupteur K est ouvert ;
dalinstant t = 0, on ferme Pinterrupteur K

 Dans ce circuit, i est I'intensité du courant, Uk la tension aux bornes
de linterrupteur, U la tension aux bornes du condensateur et Uy la
tension aux bornes de la résistance. En convention récepteur on a :

U, = Ri )

R = Rl dU,
i—ﬂ—— dUC}=>UR=—RCW
dt dt |
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Circuit RC série: Régime libre (2)

dPour t < 0, Pinterrupteur K est ouvert :
i=0;, Upr=0; U=E;, Ugk=E
dPour t = 0, Pinterrupteur K est fermé : Uy = 0 (tension aux
bornes d’un fil, donc méme potentiel).
UR — UC =0

Du fait que Ugr = RC dU./dt, on conclut que la tension U, aux
bornes du condensateur de capacité C se déchargeant dans
une resistance R vérifie ’équation différentielle du premier

ordre :

RCdUC+U - dUC+U —0
dt ¢ =14t ¢
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Circuit RC série: Régime libre (3)

J la constante de temps T du circuit RC est :
T = RC

d La tension U, aux bornes du condensateur de capacité C se
déchargeant dans une résistance R a pour expression :

t

Ucr=FEe 7
 L’intensité i du courant est :
i = —Cﬂ = i=Ee_% =£e_%
dt T R

La décroissance de Pintensité est la méme lors de la charge et lors de la
décharge du condensateur.
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Circuit RC série: Régime libre (4)

d Représentations graphiques
Uct) e |a tenspn Uc aux bornes du condensateur
est continue.

e [’intensit¢é I du courant subit une
discontinuité lors de la fermeture de
Pinterrupteur (t = 0).

e Pour les deux courbes, la tangente a
Porigine des temps coupe laxe asymptote
au point d’abscisse £ = T.

e [a décharge du condensateur correspond a

un régime transitoire (le courant dans le
circuit varie).
e [orsque le régime permanent est atteint.
t(s) Onaalors U =0 eti = 0.
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Circuit RC série: Régime libre (5)

 Bilan énergétique
Lors de la décharge du condensateur,ona: Uz = Ugp = Ri
Pour obtenir des puissances, on multiplie par i :
dGGCUD)
Uci = — = Ri
1 ¢ dt
v — d(g CUZ)/dt : Puissance positive fournie par le condensateur

v’ Ri? : Puissance P; positive reque par la résistance et dissipée par
etfet joule

On constate que la puissance fournie par le condensateur

correspond a wune diminution de DPénergie ¢électrostatique

emmagasinée. Elle est dissipée par effet joule dans la résistance.
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Circuit RC série: Régime libre (6)

- Soit Wj I'énergie dissipée par effet joule dans la résistance R entre I'instant

t = 0etlinstantt. On a:
t

t E? [ _2t E? RC _2ty 1 _2t
V[/]=’[Rl'2dt=7 e T dt:FX7 1—e = =ECE2(1—€ T
0 0

- 1
Lorsque le condensateur est déchargé (t — ), il vient : ||W,; = > CE?

- Soit W Dénergie emmagasinée dans la capacité C entre linstant t = 0 et

Iinstant t. On a :
Fd(7CUR) S U U
0 0

Lorsque le condensateur est déchargé (Us = 0), il vient : ||W¢ = 0
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Circuit RC série: Régime libre (7)

On conclut finalement qu’au cours de la décharge,
Pénergie ¢€lectrostatique 1nitialement emmagasinée
dans le condensateur est entierement dissipée par effet
joule dans la résistance.
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Circuit RL série: Régime forcé (1)

K Jdun générateur de tension continue de
A f.é.m est branché aux bornes du circuit
rR| |fv=  RL.
E dpour t < 0, interrupteur K est ouvert ;
L TUL a4 Pinstant £ = 0, on ferme linterrupteur

K : le générateur débite alors un courant

dans le circuit.
ddans ce circuit i est Pintensité du courant, Uy la tension aux

bornes de l'interrupteur, U; la tension aux bornes de 'inductance
et Up la tension aux bornes de la résistance. En convention
récepteur on a :

e U = LY
UR—Rlet UL_Ldt
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Circuit RL série: Régime forcé (2)

d Pour t < 0, 'interrupteur K est ouvert :
1=0; Ur=0;, U =0; Ux=E

d Pour t = 0, linterrupteur K est fermé : Uy = 0 (tension aux
bornes d’un fil donc méme potentiel). En appliquant la lo1 des
maillesona: Up + U, = E

d Du fait que U, =Ldi/dt on conclut que Pintensité I
traversant un circuit RL série soumis a 1’échelon de
tension E vérifie P’équation différentielle du premier
ordre :

Ldi+' E
- I = —
t R
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Circuit RL série: Régime forcé (3)

Vd ® 1 { L
J On définit la constante de temps T du circuit RC par :||T = 2

out(s),R() L (H).

J I intensité i du courant traversant un circuit RL série soumis 2
’échelon de tension E a pour expression :

E _t
[ = > (1—e 7)
 La tension U; aux bornes de I'inductance est :
U, = Lﬂ = U; = Ee_% = Ee_%
dt Rt
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Circuit RL série: Régime forcé (4)

El Représentations graphlques
I’intensité [ du courant dans I'inductance est

continue

e [a tension U; aux bornes de I'inductance L
subit une discontinuité lors de la fermeture
de linterrupteur (t = 0).

e DPour les deux courbes, la tangente a l'origine
des temps coupe laxe asymptote au point
d’abscisse t = T.

e [’établissement du courant correspond a un
régime transitoire

o [orsque le régime permanent est atteint (le

courant dans le circuit est constant). On a

o T Z(s) alorsi = E/R etU, = 0.
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Circuit RL série: Régime forcé (5)

J 1 état du circuit quand & = 0 et quand £ — 00 est ainsi représenté :
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Circuit RL série: Régime forcé (6)
-

Réponse compléte du circuit en i (t) = réponse purement + réponse du régime
TRANSITOIRE PERMANENT
(partie temporaire) (partie permanente)
Maths < SGSSM Maths < SPASM
g )
t
i(t) _ _E + £
R R

Quand t — 400, i = E/R, L se comporte donc comme un fil
sans résistance. La réponse du régime transitoire disparait (meurt)
rapidement, seule a long terme la réponse du régime

permanent demeure.
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Circuit RL série: Régime forcé (7)

On peut écrire la réponse complete i(t) sous la forme
suivante :

i(6) = i(+00) + [i(0) — i(+0)]e 7

Si 'instant initial est tel que t = t5 # 0, on écrira

i(t) = i(+0) + [i(tg) — i(+o0)]e™ T

INP-HB/CPGE - Cours de Signaux Physiques- MPSI A



Circuit RL série: Régime forcé (8)

En résumé, pour connaitre la réponse d’un
circuit RLL 2 un échelon de tension, il faut
connaitre 3 choses:

11’intensité initiale du circuit i(0).
JL’intensité finale du circuit i(+o0)

JLa constante de temps du circuit T
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Circuit RL série: Régime forcé (9)

 Bilan énergétique

Lors de I’établissement du courant, on a :

di
E=U,+U, =Ri+L—
R L l dlt
di d(5Li%)
Ei = Ri?+ Li— = Ri%?+
dt dt

v' Ei : Puissance Py positive fournie par le générateur de tension

v’ Ri“ : Puissance P; positive recue par la résistance et dissipée pat
etfet joule

v d(%Liz) /dt : Puissance positive trecue par la bobine et

emmagasinée dans la bobine L sous forme magnétique.
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Circuit RL série: Régime forcé (10)
On constate que la puissance electrique fournie par le

générateur est dissipée par effet joule dans la résistance et sert a
augmenter ’énergie de la bobine :

AdEmag
dt

Quand le courant est établi, 'intensité dans le circuit est i(c0) = E'/R.
En régime permanent, I’énergie magnétique emmagasinée dans la

P, = P +

bobine naugmente plus :

2
1 [(E dE
Emag = 5 (_> = cte = Czag =0

[l vient: ||Pg = P; = Ri’? = R i(oo)z = —
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Circuit RL série: Régime forcé (11)

On conclut finalement que lorsque le courant est établi,
Pénergie magnétique emmagasinée dans la bobine reste
constante. L’énergie électrique fournie par le générateur
est alors entierement dissipée par effet joule dans la
résistance.
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Circuit RL série: Régime libre (1)

G d un générateur de tension continue de f.é.m

x 41 branché aux bornes du circuit RL a permis
> d’établir un courant permanent d’intensité
positive ;
R 1UR d pour t < 0, linterrupteur K relie le circuit RL
au générateur (position 1);
L TUL d 2 linstant t = 0, on ferme linterrupteur K en
position 2 : le circuit RL est alors en court-

circuit.
 dans ce circuit i est 'intensité du courant, U; la tension aux bornes de

I'inductance et Ugp la tension aux bornes de la résistance. En convention
récepteur on a : di

Urp = Ri t U =L—
R I e L dt
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Circuit RL série: Régime libre (2)

d Pour t < 0, Pinterrupteur K est en position 1 :

=2 U E, U, =0
I =—; =L; = 0U;
R R L

d Pour t = 0, linterrupteur K est fermé : Uy = 0 (tension aux
bornes d’un fil donc méme potentiel). En appliquant la loi des
mailles on a :

U R + U L — 0

Du fait que U, = Ldi/dt on conclut Pintensité [ traversant un

circuit RL série en court-circuit vérifie ’équation différentielle du

Ldi . _
Rdt '~

premier ordre :
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Circuit RL série: Régime libre (3)

U intensité i du courant traversant un circuit RL série en
court-circult a pour expression :
E t

i=—e
R

dIa tension U; aux bornes de linductance L est
proportionnelle a la dérivée de I'intensité i du courant:

U Ldi U LE _t E _t
= J— = - ——e T =—res-
! dt g Rt
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Circuit RL série: Régime libre (4)

d Représentations graphiques

L’intensité [ du courant dans I'inductance est
continue

La tension U; aux bornes de I'inductance L
subit une discontinuité lors de la fermeture de
Pinterrupteur (t = 0).

Pour les deux courbes, la tangente a lorigine
des temps coupe l'axe asymptote au point
d’abscisse t = T.

L’arrét du courant correspond a un régime
transitoire

Lorsque le régime permanent est atteint (le
courant dans le circuit est constant). On a
alors i = 0 et U, = 0.
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Circuit RL série: Régime libre (5)

 Bilan énergétique
Lors de P’établissement du courant, en appliquant la lo1 des mailles,
ona:

di

O0=Ugr+U,=Ri+L—

R L L dt

Pour obtenir des puissances, on multiplie par i :
1. .
L di . d(5Li%)
0= Ri“+ Li— = Ri“ = —

dt dt

v/ Ri? : Puissance P; positive recue par la résistance et dissip€e par
etfet joule

v — d(l Li%)/dt : Puissance positive fournie par la bobine
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Circuit RL série: Régime libre (6)

[La puissance fournie par la bobine correspond a une
diminution de P’énergie magnétique emmagasinée. Elle
est dissipée par effet joule dans la résistance:

dE
Pj _ mag
dt

Au cours de Parrét du courant, ’énergie magnétique
E.nag initialement emmagasinée dans la bobine est

entierement dissipée par effet joule dans la résistance.
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Analyse d’un portrait de phase (1)

Dans I'analyse d’un systeme obéissant a une équation
différentielle, il est possible d’en prévoir
P’évolution graphiquement a partir du portrait
de phase. Dans le cas des circuits linéaires du
premier ordre, ce portrait de phase est le graphe :
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Analyse d’un portrait de phase (2)

Lors de la charge du condensateur le portrait de phase est la
représentation graphique de dU./dt en fonction de Ug.

dU, dU 1 E
RC U, =E = —=—_—"Uq+—
dt ¢ dt T ¢ 1

C’est une équation d’une droite de pente —1/7et d’ordonnée a Porigine

E/t duie

dt

\Eo état initial

T

0
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Analyse d’un portrait de phase (3)

dI’équation différentielle montre que le systéme se
déplace sur une droite.

A Tinstant initial, la dérivée temporelle de la tension
vaut E /T

d1.a tension croit jusqu’a atteindre la valeur E.

A Tlinstant final (en régime établi), la tension
U-(t) =E

Toutefois, le portrait de phase ¢élimine le facteur

temps. On ignore la durée prise par le systeme pour

passer de ’état initial a P’état final.
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